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Archimede

La mesure du cercle — Proposition 1
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Une heuristique qui n’est pas dans le texte d’ Archiméde :
comment transformer 1’aire d’un disque en 1’aire d’un triangle rectangle ?

Initialisation possible : avec un hexagone régulier
Inscrits Pt

Aire du 6-gone = 6 x aire d’un triangle
= 6 x (2x base x hauteur ) s
= 1x (6 x base) x hauteur
x longueur du polygone x hauteur
aire d’un triangle rectangle dont les cotés de 1’angle droite

ont pour longueurs respectives longueur du polygone
et hauteur



Une heuristique qui n’est pas dans le texte d’ Archiméde :
comment transformer 1’aire d’un disque en 1’aire d’un triangle rectangle ?

Aire du n-gone regulier inscrit
= :x longueur du polygone x hauteur
= Aire d’un triangle rectangle dont les cotes de I’angle
droit ont pour longueurs respectives longueur du
polygone et hauteur

Passage (informel) a la limite

Aire du disque =  :x longueur du cercle x rayon du cercle
= aire d’un triangle rectangle dont les cotés de 1’angle droite
ont pour longueurs respectives la longueur du cercle
et le rayon du cercle



Le texte d’ Archiméede

PROPOSITION PREMIERE. UN cercle quelconque est égal a un triangle
rectangle dont un des coétés de I'angle droit est egal au rayon de ce cercle, et
dont I'autre c6té de I'angle droit est egal a la circonférence de ce méme cercle.

Verification
Aire du disque = 2x longueur du cercle x rayon du cercle

:%x2nr><r = nr?



Le texte d’ Archiméede

PROPOSITION PREMIERE. UN cercle quelconque est égal a un triangle
rectangle dont un des coétés de I'angle droit est egal au rayon de ce cercle, et
dont I'autre cote de I'angle droit est eégal a la circonférence de ce méme cercle.

Consequence n°1
Les deux problemes
e de rectification du cercle
. de quadrature du disque

ne sont pas indépendants. Cette proposition reduit le second au premier
(moyennant le proposition I1.14 des Elements d’Euclide).



Le texte d’ Archiméede

PROPOSITION PREMIERE. UN cercle quelconque est égal a un triangle
rectangle dont un des coétés de I'angle droit est egal au rayon de ce cercle, et
dont I'autre c6teé de I'angle droit est egal a la circonférence de ce méme cercle.

Conséquence n°2 :iln’y a qu’un seul =«

Supposons que I’on a deux relations de proportionnalite :

« Les longueurs des cercles sont proportionnelles aux diametres | == d

. Les aires des disques sont proportionnelles aux aires des carrés construits sur les rayons
A=rrl
D’aprés la proposition 1 de la Mesure du cercle A=nr?= -ndr=nx r’

Donc T=T



La démonstration d’Archimede

Que ABIA soit le cercle proposé. Je dis que ce cercle est égal au triangle E.

AN [

E

Que le cercle soit plus grand, si cela est possible. Inscrivons dans ce cercle le carré Al et

partageons les arcs en deux parties égales jusqu'a ce que la somme des segments restants soit
plus petite que I'exces du cercle sur le triangle ; on aura une figure rectiligne qui sera encore plus grande que le triangle.
Prenons le centre N, et menons la perpendiculaire NZ ; la perpendiculaire NX sera plus petite qu'un des cotés de l'angle
droit du triangle E. Mais le contour de la figure rectiligne est encore plus petit que I'autre c6té de I'angle droit de ce méme
triangle, puisque le contour de cette figure est plus petit que la circonférence du cercle. Donc la figure rectiligne est plus
petite que le triangle, ce qui est absurde.

Que le cercle soit plus petit que le triangle E, si cela est possible. Circonscrivons un carré a ce cercle, et partageons les
arcs en deux parties égales, et par les points de division, menons des tangentes. Puisque lI'angle OAP est droit, la droite OP
est plus grande que la droite MP, a cause que MP est egal & PA. Donc le triangle POII est plus grand que la moitié de la
figuré OZAM. Que les segments restants soient tels que PZA et que la somme de ces segments soit moindre que l'exces du
triangle E sur le cercle ABIA. La figure rectiligne sera encore plus petite que le triangle E. Ce qui est absurde, puisque cette
figure est plus grande, a cause que NA est égale a la hauteur du triangle, et que le contour de cette figure est plus grand que
la base de ce méme triangle.

Donc le cercle est égal au triangle E.



La démonstration d’ Archiméde — Sa structure

Que ABIA soit le cercle proposé. Je dis que ce cercle est égal au triangle E.

BN [T

E

Que le cercle soit plus grand, si cela est possible. Inscrivons dans ce cercle /e carré Al et

partageons les arcs en deux parties égales jusqu'a ce que la somme des segments restants soit
plus petite que I'exces du cercle sur le triangle ; on aura une figure rectiligne qui sera encore plus grande que le triangle.
Prenons le centre N, et menons la perpendiculaire NZ ; la perpendiculaire N= sera plus petite qu'un des cotes de l'angle
droit du triangle E. Mais le contour de la figure rectiligne est encore plus petit que I'autre cote de I'angle droit de ce méme
triangle, puisque le contour de cette figure est plus petit que la circonférence du cercle. Donc la figure rectiligne est plus
petite que le triangle, ce qui est absurde.

Que le cercle soit plus petit que le triangle E, si cela est possible. Circonscrivons un carré a ce cercle, et partageons les
arcs en deux parties égales, et par les points de division, menons des tangentes. Puisque I'angle OAP est droit, la droite OP
est plus grande que la droite MP, a cause que MP est égal & PA. Donc le triangle POII est plus grand que la moitié de la
figure OZAM. Que les segments restants soient tels que PZA et que la somme de ces segments soit moindre que ['exces du
triangle E sur le cercle ABIA. La figure rectiligne sera encore plus petite que le triangle E. Ce qui est absurde, puisque cette
figure est plus grande, a cause que NA est égale a la hauteur du triangle, et que le contour de cette figure est plus grand que
la base de ce méme triangle.

Donc le cercle est égal au triangle E.



La démonstration d’ Archiméde — lere partie

Que le cercle soit plus grand, si cela est possible. Inscrivons dans ce cercle le carré Al et partageons les
arcs en deux parties égales
; on aura une figure rectiligne qui

sera encore plus grande que le triangle. Prenons le

centre N, et menons la perpendiculaire N= ;

. Donc la figure rectiligne est plus petite que le triangle, ce qui est absurde.

Je nomme D I’aire du disque, E I’aire du triangle. On suppose ici D > E. L’excés du disque sur le
triangle est donc D — E.

Soit A; I’aire du carré inscrit, A, 1’aire de I’octogone régulier inscrit ... A, I’aire du 2"*-gone
régulier inscrit.

On admet qu'il existe ntel ue D ~A,<D~E  onadonc A,>E.

Mais A, = Aire d’un triangle rectangle sur I’apotome et le périmétre du A,

Or  apotome de A, < rayon ducercle et périmétre de A, < périmétre du cercle

Donc A, <E, ce qui est absurde.



La démonstration d’ Archiméde — 1ere partie

p Que ABIA soit le cercle proposé. Je dis que ce cercle est égal au triangle E.

O A

Que le cercle soit plus grand, si cela est possible. Inscrivons dans ce
cercle le carré Al et partageons les arcs en deux parties égales jusqu'a ce que la somme
des segments restants soit plus petite que I'exces du cercle sur le triangle ; on aura une
figure rectiligne qui sera encore plus grande que le triangle. Prenons le centre N, et
menons la perpendiculaire NZ ; la perpendiculaire NZ sera plus petite qu'un des cotés de
I'angle droit du triangle E. Mais le contour de la figure rectiligne est encore plus petit que
I'autre cOté de I'angle droit de ce méme triangle, puisque le contour de cette figure est plus
petit que la circonférence du cercle. Donc la figure rectiligne est plus petite que le triangle,
ce qui est absurde.

La lere partie de la proposition 1 contient donc une lacune.



La démonstration d’ Archiméde — 2°™ partie

Que le cercle soit plus petit que le triangle E, si cela est possible. Circonscrivons un carré a ce cercle, et
partageons les arcs en deux parties égales, et par les points de division, menons des tangentes. Puisque
I'angle OAP est droit, la droite OP est plus grande que la droite MP, a cause que MP est égal a PA. Donc le
triangle POII est plus grand que la moitié de la figure OZAM. Que les segments restants soient tels que PZA
et que la somme de ces segments soit moindre que l'excés du triangle E sur le cercle AB/A. La figure

rectiligne sera encore plus petite que le triangle E. Ce qui est absurde, puisque cette figure est plus grande,
a cause iue w

On suppose ici D < E. L’excés du disque sur le triangle est donc E-D.

On considere le carré circonscrit, d’aire Aj, puis ’octogone régulier circonscrit, d’aire A, etc.
Admettons qu’il existe n tel que A, — D <E -D, onadonc A,<E.

Mais A, = Aire d’un triangle rectangle sur I’apotome et le périmetre du A,

Or  apotome de A, = rayon ducercle et périmétre de A, > périmétre du cercle

Donc A, > E, ce qui est absurde.



La démonstration d’ Archiméde — 2°™ partie

Que reste-t-il a justifier ?

On suppose ici D < E. L’exces du disque sur le triangle est donc E-D.

On consideére le carré circonscrit, d’aire Aj, puis I’octogone régulier circonscrit, d’aire A; etc.

Admettons qu’il existe n tel que A, - D < E - D, onadonc A,<E.
Mais A, = Aire d’un triangle rectangle sur I’apotome et le périmetre du A,
Or apotome de A, > rayon du cercle et périmetre de A, > périmetre du cercle

Donc A, > E, ce qui est absurde.



La démonstration d’ Archiméde — 2°™ partie

Justification de : il existe ntel que A, —-D<E-D
Introduisons la suite e, = A, — D, suite des exces des polygones circonscrits par

rapport au disque. On veut montrer que, E-D étant (par hypothese) une aire
non nulle, il existe un rang n pour lequel e, < E-D.

argument d’Archimede est : Ie triangle POII est plus grand que la moiti¢ de la figure OZAM

Archimede utilise (implicitement) un argument explicité dans les Eléments
d’Euclidel :
Livre X, proposition 1: Deux grandeurs inegales éetant proposees, si de la plus
grande est retranchée une grandeur plus grande gue sa moitié, puis du reste
une grandeur plus grande que sa moitié, et que ceci soit toujours poursuivi,
une certaine grandeur restera, laquelle sera plus petite que la plus petite

grandeur proposée.

'[1] vol.3, p.87.



La démonstration d’ Archimede — 2°™ partie

Justification de : il existe n tel que A,—-D<E-D

Livre X, proposition 1: Deux grandeurs inégales étant proposeées, si de la plus grande est retranchée
une grandeur plus grande que sa moitié, puis du reste une grandeur plus grande que sa moitié, et
que ceci soit toujours poursuivi, une certaine grandeur restera, laquelle sera plus petite que la plus
petite grandeur proposée.

SI, pour une suite de grandeurs, on a
er<ley et e3<le, et €4<lez .. plusgénéralement €,< ()" e
alors, pour toute grandeur ¢ de la méme espece, il existe un rang n tel que e < &.

On dispose donc d’une condition suffisante de convergence vers 0 pour les suites
de grandeurs ; pour nous, le critere de convergence vers 0 étant equivalent a la
notion de limite nulle. La démonstration d’Euclide repose sur le caractere

archimédien de I’ordre (Eléments, livre V, définition 4):
Des grandeurs sont dites avoir un rapport [’'une relativement a [’autre quand elles sont capables,
etant multipliées, de se depasser ['une [’autre.



La démonstration d’ Archiméde — 2°™ partie
Il suffit donc de montrer que, pour tout entier non nul n, ey <€

Le texte explicite le raisonnement geometrique dans le cas e, <:e;.

[l utilise un lemme sur les tangentes a un cercle

issues d’un méme point :

PA=PM



La démonstration d’Archimede — 2°™ partie

On veut montrer que e, <-e; Travaillons dans un quart de cercle :

PM = PA 0

0

oap est droit donc OP > PA
Donc OP > PM

Or OAP et PMA ont méme hauteur issue

de A, leurs aires sont donc rangées comme
leurs bases : Aire OAP > aire PAM

Or Aire PAM > Aire PAM
e, = Aire OAP + aire PAM
> 2 Aire PAM 2 |




Complément n°1 :
La proposition 3 de la Mesure du cercle d’Archimede

PROPOSITION II1. La circonference d'un cercle quelconque est egale au
triple du diametre réuni a une certaine portion du diametre, qui est plus petite
que le septiéme de ce diametre, et plus grande que les 10/71° de ce méme dia-
metre.

Pour tout disque, le périmetre est proportionnel au diametre, et

3+1O < périmetre < 3+1
71 diametre 7




) Complément n°2:
A la méme période, en Chine

Supposons qu’on ait un champ circulaire de 30 bu de circonférence et de 10 bu de
diametre.

On demande combien fait le champ.

Réponse : 75 bu.

(...) Procédure : la moitié de la circonférence et la moitié du diametre étant
multipliées ['une par [’autre, on obtient les bu du produit.

Source :

Karine Chemla et Guo Shuchun Les neufs chapitres, le Classigue mathématique de la Chine ancienne et ses
commentaires (édition critique bilingue), Dunod, 2004.



Un exposé

Arnauld : Nouveaux élements de géomeétrie (1667)

LIVRE QUINZIEME.

DE LA MESURE

DE L'AIRE DES PARALLELOGRAMMES,
DES TRIANGLES, ET AUTRES POLYGONES.

Neanmoins pour plus grande certitude on peur em.
ployer deux voies pour prouver cette propofition: I'une
nouvelle appellee la Geomerrie des indivifibles : & Paurre
ancienne & plus commune. Nous expliquerons 'une &
lautre,

dédouble :



L’aire du parallélogramme

Par la voie ancienne et commune

Tour parallelogramme eft égalaurectangle defa hau-
reur & de fa bafe.

Soit le parallelogramme 4 ¢d £, . L
tirant {es perpendiculaires bm & cn | —
fur la bafe df,prolongee au%t quil \
eft neceflaire, je dis que lerectangle o>
6 cmn , quieft le rectangle de la bafe f
& de la hauteur de 6 ¢ d f, eft égal a bedf.

Car 4 ¢ eftantégale rantad fquamn, | o
d feftégaleamn. Doncoftant mf, com-  / :
mune del'une & de lPautre, 47 demeu- / / ;
reraégalea f 2. Erainfybdeftantégale j~m ¢ '
acf,&bmacn,lestrianglesbdm & cfn
font égaux par le Lemme precedent. Er ainfy ajofitant 4

Pun & al'autrele trapeze commun b m ¢ f, b cdf fera égal.
d bmen. Cequil falloicdemonftrer.

d




L’aire du parallélogramme

Par la voie geomeétrie des indivisibles

Tous les parallelogrammes de bafe égale & de méme
hauteur font égaux entr'eux.

Soient divers parallelo- ...
rammes,comme 4, E, 7,
gnfermez dans le méme [A / ];, | /7 /
efpace parallele ( comme---- adosensnans asre
ils le peuvent eftre, puifqu’ils font fuppofez de méme hau.
teur ) & ayant tous l[:s bafes cgales, ileft clair que toutes
les parallel);s ui peuvent remplir cetefpace , rempliront
tous ces parallelogrammes ; & qu’ain{y ils feront tous rem-
FHS d’'une fomme egale de lignes , cette fomme eftant me-
urée dans tous par la perpendiculaire qui mefure la hau-
teur de ces rectangles, qui eftlameme en tous, puifqu'ils
fontde méme hauteur 2
. Deplus, roures ces lignes eftant paralleles 4 la bafe dans
tous ces rectangles , font égales en rous, puifqu’elles font
en tlous €gales & la bafe, & que les bafes font fuppofces
égales.
Dong ilya par tout fomme égale delignes égales,




Extension au cas de cercles « paralleles »

CINQuUIEME THEOREME.

LE cercle eft égal au triangle rectangle , quia pour cof-
tez de fon angledroit leraion du cercle , & une ligne ¢ga-
leala circonfgcrcncc du cercle.

Soit le cercle d,
leraiond 4,latan-
Fente be,égalea

a circonference
& I'hypothenufe
de.

Si on tire de tous les points du raion des circonferences
concentriquesau cercle, elles rempliront tout le cercle, &

elles feront paralleles entr’elles, en la maniere que lescir.
conferences le peuventeltre, & coupcees perpendiculaire.-
ment par le raion,







