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L’introduction à l’analyse infinitésimale selon Euler (1748) 
Chapitre premier. Des fonctions en général.1

1. Une quantité constante est une quantité déterminée, qui conserve toujours la même valeur. 

 

Tels sont les nombres de toute espèce, qui conservent constamment la valeur qu’ils ont une 
fois obtenue. Lorsqu’il s’agit de représenter ces sortes de quantités par des caractères, on se 
sert des premières lettres de l’alphabet a, b, c, &c. A la vérité, dans l’Analyse ordinaire qui 
n’a pour objet que les quantités déterminées, on désigne ordinairement celles qui sont connues 
par les premières lettres de l’Alphabet, & celles qui ne le sont pas, par les dernières ; mais 
c’est une distinction à laquelle on a moins égard dans la haute Géométrie ; on y envisage les 
quantités sous un tout autre aspect particulier, les unes étant considérées comme constantes, & 
les autres comme variables. 

                                                           
1 Extraits de [33], vol.1, chapitre 1. 
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2. Une quantité variable est une quantité indéterminée, ou, si l’on veut, une quantité 
universelle, qui comprend toutes les valeurs déterminées. 

Une valeur déterminée quelconque pouvant être exprimée en nombre, il s’ensuit qu’une 
quantité variable comprend tous les nombres de quelque nature qu’ils soient. Il en est de la 
quantité variable, comme du genre & de l’espèce à l’égard des individus ; on peut la 
concevoir comme embrassant toutes les quantités déterminées. Au reste, on a coutume de 
représenter les quantités variables par les dernières lettres de l’Alphabet z, y, x, &c. 

3. Une quantité variable devient déterminée, lorsqu’on lui attribue une valeur déterminée 
quelconque. 

Elle peut donc le devenir d’une infinité de manières, puisqu’on peut lui substituer tous les 
nombres imaginables. La signification d’une quantité variable ne peut être censée épuisée, 
qu’autant qu’on aura conçu en sa place toutes les valeurs déterminées. Ainsi, une telle 
quantité comprend tous les nombres tant positifs que négatifs, les nombres entiers et 
fractionnaires, ceux qui sont rationnels, irrationnels & transcendants ; on ne doit pas même en 
exclure zéro, ni les nombres imaginaires. 

4. Une fonction de quantité variable est une expression analytique composée, de quelque 
manière que ce soit, de cette même quantité et de nombres, ou de quantités constantes. 

Ainsi toute expression analytique, qui outre la variable z contiendra des quantités constantes, 
est une fonction de z. Par exemple, a+3z ; az-4zz ; az + b√𝑎𝑎 − 𝑧𝑧 ; cz ; &c, sont des 
fonctions de z. 

5. Une fonction de variable est donc aussi une quantité variable. 

En effet, comme on peut mettre à la place de la variable toutes les valeurs déterminées, la 
fonction recevra elle-même une infinité de valeurs, & il est impossible d’en concevoir aucune, 
dont elle ne soit susceptible, puisque la variable comprend même les valeurs imaginaires. Par 
exemple, quoique cette fonction √9 − 𝑧𝑧 ne puisse donner un nombre plus grand que 3, tant 
qu’on mettre des nombres réels à la place de z ; cependant, en introduisant pour z des nombres 
imaginaires, tels que 5√−1, il n’est pas possible d’assigner une valeur déterminée, qui ne 
puisse être déduite de la formule √9 − 𝑧𝑧. Au reste, il n’est pas rare de rencontrer des 
expressions qui ne sont des fonctions apparentes ; car, quelque valeur qu’on donne à la 
variable, elle conserve toujours la même valeur, comme z0 ; 1z ; 𝑎𝑎−𝑎𝑧

𝑎−𝑧
. Ces fonctions, sous la 

forme apparente de fonctions de variables, sont réellement des quantités constantes. 

6. La principale différence des fonctions consiste dans la combinaison des variables et des 
quantités constantes, qui les forment. 

Elle dépend donc des opérations par lesquelles les quantités peuvent être composées & 
combinées entr’elles. Ces opérations sont l’Addition & la Soustraction ; la Multiplication & la 
Division ; l’Elévation aux Puissances & l’Extraction des Racines. Outre ces opérations, qu’on 
appelle algébriques, il y en a plusieurs autres qu’on  nomme transcendantes : comme les 
exponentielles, les logarithmes, & d’autres sans nombre, que le Calcul fait connaître. (…) 

7. Les fonctions se divisent en algébrique & transcendantes ; les premières sont formées des 
opérations algébriques seulement, & les dernières supposent pour leur formation des 
opérations transcendantes. 
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 (…) Souvent les fonctions algébriques ne peuvent être représentées explicitement ; telle serait 
la fonction Z de z, si elle était exprimée par l’équation Z5=azzZ3-bz4Z2+cz3Z-1. Car quoique 
cette équation ne puisse être résolue, il n’en est pas moins certain que Z est égal à une 
expression composée de la variable z & de constantes, & que par conséquent Z est une 
fonction quelconque de z. (…) 

8. Les fonctions algébriques se subdivisent en rationnelles & en irrationnelles. Dans les 
dernières la variable est affectée de radicaux, & dans les premières elle n’en est point 
affectée. (…) 

Celles-ci [les fonctions irrationnelles] se divisent commodément en explicites & en implicites.  

9. Les fonctions rationnelles enfin, se divisent en entières & en fractionnaires. (…) 

10. Il faut enfin remarquer principalement la division des fonctions en uniformes & en 
multiformes. 

La fonction uniforme est celle qui n’obtient qu’une seule valeur déterminée, quelque valeur 
déterminée qu’on donne à la variable z. La fonction multiforme est celle qui, pour chaque 
valeur déterminée qu’on met à la place de la variable, donne plusieurs valeurs déterminées. 
Toutes les fonctions rationnelles soit entières, soit fractionnaires, sont des fonctions uniformes 
(…) ; mais les fonctions irrationnelles sont toutes multiformes, à cause de l’ambiguïté des 
signes radicaux, & de la double valeur qu’ils indiquent. Il y a aussi parmi les fonctions 
transcendantes des fonctions uniformes et multiformes, on peut même admettre des fonctions 
infinitiformes ; tel serait l’arc de cercle qui répondrait au sinus z, car il y a une infinité d’arcs 
circulaires qui ont tous le même sinus. (…) 

 

Chapitre IV. Du développement des fonctions en séries infinies. 

59. La formule A+Bz+Cz2+Dz3+&c, en ne prenant qu’un nombre fini de termes, ne peut 
représenter ni les fonctions fractionnaires, ni les fonctions irrationnelles de z ; néanmoins on 
cherche ordinairement pour les exprimer une suite de même forme, qu’on suppose composée 
d’une infinité de termes. (…) & si quelqu’un doutait qu’elle [une fonction non entière] pût 
être exprimée par une telle série d’un nombre infini de termes, le développement même de 
chaque fonction ne lui laissera aucun doute ; mais pour plus de généralité, outre les puissances 
de z, qui ont des exposants positifs et entiers, on doit admettre des puissances quelconques. 
Ainsi il ne restera aucun doute (…).  

 

Introduction à l’analyse infinitésimale. Livre second, contenant la théorie des lignes courbes, 
avec un traité abrégé des surfaces. 2

Chapitre premier. Des lignes courbes en général. 

 

Une quantité variable étant une grandeur considérée en général, qui renferme toutes les 
valeurs déterminées ; une droite indéfinie, telle que RS, sera très-propre à représenter, en 
géométrie, une quantité de cette nature. 

                                                           
2 [33] vol.2, extraits de pages 1-4. 
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(…) Puisqu’une ligne droite indéfinie est propre à représenter une quantité variable x, 
cherchons à présent une manière très commode de représenter géométriquement une fonction 
quelconque de x. Soit y cette fonction de x ; (…) Ayant pris une droite indéfinie RAS pour 
représenter les valeurs de x, il faudra, pour chaque valeur déterminée AP de x, élever sur cette 
ligne une perpendiculaire PM, égale à la valeur correspondante de y ; 

(…) Quoiqu’on puisse décrire mécaniquement plusieurs lignes courbes par le mouvement 
continu d’un point, qui présente aux yeux la courbe dans son ensemble ; nous les considérons 
ici principalement comme le résultat des fonctions ; cette manière de les envisager étant plus 
analytique, plus générale & plus propre au calcul. Ainsi une fonction quelconque de x donnera 
une certaine ligne droite ou courbe ; d’où il suit que réciproquement on pourra rapporter aux 
fonctions les lignes courbes. 

(…) De cette idée des lignes courbes découle naturellement leur division en continues, & en 
discontinues ou mixtes. La ligne courbe continue est celle dont la nature est exprimée par une 
seule fonction déterminée de x. Mais, si la ligne courbe est composée de différentes portions 
BM, MD, DM, &c. déterminées par plusieurs fonctions de x (…) nous appellerons ces sortes 
de lignes courbes discontinues, ou mixtes & irrégulières, parce qu’elles ne sont pas formés 
suivant une seule loi constante, & qu’elles sont composées de portions de différentes courbes 
continues. 

 

Fonder l’analyse : la proposition de Lagrange (an 5) 

 

Théorie des fonctions analytiques, contenant les principes du calcul 
différentiel, dégagés de toutes considérations d’infiniment petit ou d’évanouissans, de 
limites ou de fluxions, et réduits à l’analyse algébrique des quantités finies.3

 

 

                                                           
3 [34] p.1-3. 
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Les cours de Cauchy à l’Ecole Royale Polytechnique  

 
L’introduction à l’Analyse algébrique (1821) 4

 

 

 

 

                                                           
4 Le cursus d’analyse à l’X comprenait trois cours : analyse algébrique [35], puis calcul différentiel et intégral 
(analyse infinitésimale [36]), puis équations différentielles. 



Master Maths-enseignement Paris 7                 renaud.chorlay@paris.iufm.fr 
 Cours : Histoire des mathématiques 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Master Maths-enseignement Paris 7                 renaud.chorlay@paris.iufm.fr 
 Cours : Histoire des mathématiques 
 
 

 

 

Analyse algébrique Préliminaires : variable, limite. 5

 

 

                                                           
5 [35] p.19 
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(…) 6

 

 

 

Analyse algébrique chapitre 1 : des fonctions réelles 7

 

 

 

 

 

 

 

                                                           
6 [35] p.30 
7 [35] p.31-33 
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Analyse algébrique : notion de fonction continue 8

 

 

                                                           
8 [35] p.43 
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Analyse algébrique : un théorème relatif aux fonctions continues  

Enoncé donné dans le corps du texte 9

 

 

 

 

 

 

                                                           
9 [35] p.50-51 
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La « méthode directe et purement analytique » de l’Annexe III  

 



Master Maths-enseignement Paris 7                 renaud.chorlay@paris.iufm.fr 
 Cours : Histoire des mathématiques 
 

 

 

 



Master Maths-enseignement Paris 7                 renaud.chorlay@paris.iufm.fr 
 Cours : Histoire des mathématiques 
 
Analyse algébrique : quelques propriétés des séries et séries de fonctions 10

 

 

 

 

(…) 

 

 

 
                                                           
10 [35] p.115-116 et 120. 
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Résumé des Leçons … : dérivation 11

 

 

                                                           
11 [36] p.22-23 
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Résumé … : Leçon 21, l’intégrale définie 12

 

 

                                                           
12 [36] extraits des pp. 122-126 
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(…je coupe 3 pages de démonstration) 

 

(…) 

 

Résumé .. : Leçon 26, l’intégrale indéfinie 13

 

 

(…) 

 

                                                           
13 [36] p. 151-152 
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La « méthode d’intégration » des équations différentielles du premier ordre 14

Toutes les fois qu’une équation différentielle de la forme 

 

(1)      dy = f(x,y) dx 

est intégrable par l’une des méthodes exposées dans les leçons précédentes, on en conclut 
aisément, comme on l’a fait voir, qu’il est possible d’obtenir, pour l’inconnue y, une fonction 
de x propore à vérifier cette équation différentielle, et de plus à prendre une valeur 
aparticulière, mais arbitraire, y0, dans le cas où l’on attribue à la variable x une valeur 
donnée x0. Réciproquement, il sera certain que l’équation (1) est intégrable, et qu’elle admet 
une intégrale générale comprenant une constante arbitraire, si l’on démontre qu’il existe une 
valeur générale de y propre à remplir les deux conditions énoncées. Or, on y parvient 
aisément, dans un grand nombre de cas, à l’aide des principes que nous allons établir. 

Concevons que, X étant une nouvelle particulière de x, on désigne par 

x1, x2, …, xn-1 

Des quantités intermédiaires entre les limites x0, X, et qui aillent toujours en croissant ou en 
décroissant depuis la première limite jusqu’à la seconde. Supposons, en outre qu’aux 
quantités 

(2)      x0, x1, x2, …, xn-1, X, 

on fasse correspondre d’autres quantités 

(3)      y0, y1, y2, …, yn-1, Y, 

dont la première soit précisément y0, et les suivantes étant déterminées par le moyen des 
équations 

(4)    �

𝑦1 − 𝑦0 = (𝑥1 − 𝑥0)𝑓(𝑥0,𝑦0)
𝑦2 − 𝑦1 = (𝑥2 − 𝑥1)𝑓(𝑥1,𝑦1)

&𝑐.
𝑌 − 𝑦𝑛−1 = (𝑋 − 𝑥𝑛−1)𝑓(𝑥𝑛−1,𝑦𝑛−1)

�. 

(…) 

[dans la suite, on suppose que « pour toutes les valeurs de x renfermées entre les limites x0, X, 
la fonction f(x,y) reste continue par rapport aux variables x,y, et demeure comprise entre les 
limites ± A (A désignant une quantité positive (…) » ; même chose pour ∂f / ∂y] 

3ème théorème. Les mêmes choses étant admises que dans les théorèmes 1er et 2ème, si l’on fait 
décroître à l’infinité les valeurs numériques des éléments de la différence X-x0, la valeur de Y 
déterminée par l’équation (6) convergera vers une limite qui dépendra uniquement des trois 
quantités x0, X, et y0. 

(…) [si, sous les mêmes hypothèses, on note y = F(x) cette limite]    y sera une fonction de x, 
qui aura la double propriété de se réduire à y0 pour x = x0, et de vérifier l’équation 
différentielle dy = f(x,y) dy (…). 

                                                           
14 [37] extraits de la septième leçon. 


