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« Démontrer est une composante fondamentale de [‘activité
mathématique. Le programme identifie quelques démonstrations
exemplaires, que les éleves découvrent selon des modalités variées :
présentation par le professeur, élaboration par les éleves sous la
direction du professeur, devoirs a la maison, etc. »

( Extrait du BO, programme de Seconde)



Différentes pistes explorées ces trois dernieres années par le groupe
GLU:

* Plan de la démonstration dégagé par le groupe classe puis rédaction de
la démonstration en groupe

* Etude d’une démonstration en binbme puis analyse de la structure
* Démonstration faite par les éleves sous forme de vidéos

* Puzzle

* Vrai/Faux

Nouvelles pistes explorées cette année:
e Assistant de preuve (Lycée + Université)
* La classe jigsaw



Des puzzles pour apprendre a démontrer ?




Un premier exemple en seconde :
La somme de deux multiples de 7 est un multiple de 7

* Partie 1: Les éleves doivent découper le
puzzle et recoller les pieces dans le bon ordre.
Nous avons veillé a ce que chaque éleve relise
le texte qu’il proposait avant de le coller et de
le rendre ( environ 20min).

Une correction est proposée et les puzzles
relevés.

e Partie 2 : Nous leur demandons de faire la
démonstration de la propriété

Soit a un entier naturel. Montrer
que la somme de deux multiples
de a est un multiple de a.




Partie 1 : les puzzles

13 éleves ont réussi I'exercice et
ont rendu le texte ci-contre :

(n eonsidére deux enhéws o eb b mv.ll-ip[’u de 7 .

| 0 estk uan m&bcp& de 1

dme .A.E El"ﬂt dan, En\‘fm h M C}ur. a-: :l".ub.

b est uun mu&’eippt. de 1'

dome b exish JAR enhix R’ .JTJ que b=2xk’
ml:-;hh#hh" aT-I—l!uh") ow hil‘k'e LVE

Gn en -déd-u-il’ g a+b et wn m.ull:l;ppr. dz.?'



Mais :

Gn comsidere dews enhews o eb b mui\.rip&s de T .
0 est wun mudkiple de?

oiboTshaTuh « FlhaR) 6w Rehle M.
done. Al exiske aan en\'l:-r.n ' | Que Q= Tek.

b est wun m\,n.l'lzippc. de ¥

done

Gn en Adéduul que aeb et wn madbiple de ¥,

AP ex.ia\\'. AL T zn"l.i.l. |l' _J-J que b:?xk’-

Gn considire deux enhés o et b mulbipls de 7

0 est _un mndbiple de 7

b est wan mu.llippa. de +
a*b::nh#‘;\lhjn?‘(hi' h.l) o-u., h-rh'E n'J.
Gn en -déduil que a+b et wn mulbiphe :i;?_

dme 4f exiske aunm entien kLl que a: ¥xh.

done. B exish Jn enhix R’ J-J que b=Fxk’ |



Partie 2 : Les éleves ont travaillé au brouillon, ils n‘ont pas eu le temps de
recopier leur démonstration au propre. Ce sont les brouillons que nous avons relevés.










Premier bilan :

* Le choix a été fait de demander aux éleves de découper les pieces du puzzle et de les remettre dans
I'ordre en collant les pieces sur une feuille. Il nous semblait important pour que les éleves s’impliquent,
de ne pas leur demander de recopier dans 'ordre le texte, tache qui les rebute. Les éleves pouvaient
ainsi étaler devant eux les pieces et les bouger facilement jusqu’a ce qu’ils soient satisfaits de l'ordre
avant de les coller. Le travail des éleves était focalisé sur la tache principale : remettre en ordre la
démonstration.

e [utilisation d’'un puzzle permet a chaque éleve de s’impliquer dans la premiere démonstration
(démonstration générique) contrairement a une démonstration faite au tableau en cours dialogué ou
seuls quelques éleves participent a I"élaboration de la démonstration. On peut penser que ce premier
exercice a aidé les éleves a proposer une démonstration de la propriété générale.

e C’est aussi un exercice ou la différenciation est facile. On peut donner a certains éleves uniquement le
puzzle, demander la démonstration de la propriété genérale qu’a certains, ne pas donner les mémes
pieces a tous.

* On note que, dans toutes les copies de seconde, la quantification universelle n‘apparait pas. La
quantification existentielle est fluctuante.

* La réussite a la tache « puzzle » ne garantie pas la compréhension de |'idée de la démonstration ->
importance des prolongements, reformulations, demande d’idée principale...



Un deuxieme exemple en terminale

Objectif : Découvrir une démonstration du théoreme
Soient a et b deux réels, a non nul.
Les solutions sur R de I'équation différentielle
(E) y' =ay+b
sont les fonctions x — ke%* — g ouk € R.
* Classe de spécialité Math ( 27 éleves)

* Contexte:

La démonstration du cas de I'équation
y' = ay venait d’'étre étudié.



A voOs ciseaux !

On a montré que, pour tout réel k , les fonctions définies sur R par
filx) = ke™ —E sont solutions de 1"équation différentielle ¥ = ay + b.

Pourtoutx e R fi{x) =0etafp(x) +b=ax (—3 + b = 0 done f, est solution de (E).

Soit k un nombre réel.

Autrement dit (f — f,)’ = alf — f,).

Or.pourtout x € B
af(x}+.b=ax(ke‘“—3+b=axke”—b+b=a}<ke“"

Soit f une solution quelconque de I"équation différentielle (E).

On a montré que si une fonction f est solution de Déquation différentielle
¥’ = ay + b alors il existe un réel k tel que, pour tout réel ¥ f(x) = ke™ —E.

On a donc, pour tout ¥ € B, f'(x) = af(x) +b.

On af'=af+b e fy=afy,+b donc en soustrayant membre a membre :
[ =fs=alf = fo).

On en dédut que la fonction f—f, est solution de Iéquation différentielle
y' =ay.

Considérons la fonction f définie et dérivable sur R par f(x) = ke®™ — %_

On a donc pour tout réel x f(x) = ke™ + f(x) =ke“"’—%_

Pourtout x € B f'(x) = k X ae™ = a x ke

Donc f est solution de 1" équation différentielle (E).

On a montré que les solutions de I"équation différentielle y' = ay + b sont les fonctions définies
sur B par f(x) = ke®™ —Eoﬁk eER

On considére 1a fonction f définie sur R par fp(x) = —2_

Il existe donc un réel Kk tel que. powr tout réel x. (f — fo)(x) = f(x) — folx) = ke™




Copiel:A&A

* Travail préliminaire de repérage de balises textuelles :

Introduction d’objets:  « On a montré que »
« Soit »

Conclusions : « Considérons »
« On a donc »

* Une inversion dans la partie 2: confusions entre conclusions partielles
et conclusion globale.



Autre exemple de pré-repérage des deux parties:

¥ A
B

Z A
B

o p

'

5

N
e

On a montrté que, pour tout réel k , les fonctions définies sur R par
f(x) = ke™ — E sont solutions de 1’ équation différentielle y' = ay + b.

Pourtoutx € B, fy(x) = 0etafy(x) +b=ax (—-E) + b = 0 donc f; est solution de (E).

Soit k un nombre réel.

Autrement dit (f — fp)’ = a(f — fi)-

Or, pour tout x € |,
af(x)+b=a><(ke“"—§)+b=axke"x—b+b=axke““

Soit f une solution quelconque de I équation différentielle (E).

On a montré que si une fonction f est solution de I'équation différentielle
o , . b
y' = ay + b alors il existe un récl k tel que, pour tout réel x  f(x) = ke™ ——

On a donc, pour tout x € R, f'(x) = af(x) + b.

On af'=af+b et fog=afe+b donc en soustrayant membre & membre:

f'=fo=alf - fo)

o _— EES W ——— 1~ F S £ £ P LN PR, A 1" Amrrati am Aiffarantialla




Copie 2 :E& M

* Les deux volets de la démonstration ne sont pas bien identifiés

* Une grosse maladresse des le départ : « la » fonction f définie de deux
manieres différentes en E2 et E3 (étiquettes 2 et 3). Du coup, pour
lancer la réciproque, il manque le point de départ (E3).

* La réciproque est un grand fouillis : role de f, pas compris (E15 vient
bien apres E9-E10), usage de la lettre k avant son introduction (E11-
E12), incompréhension des reformulation (E13 devrait étre une
reformulation de E14, donc échange)

* La réciproque contient cependant des iléts cohérents : E9-E10.



Copie 3: T &R

* Tentative pour respecter la structure bi-partite, mais des problemes
de structure

* La premiere partie commence par « Soit f une solution de E » et
conclut par « Donc f est solution de E » : ce n’était pas la peine de se
fatiguer autant pour démontrer I’hypothese |

* Les calculs ne sont pas bien répartis dans les deux parties : la fonction
fo est utilisée dans les deux parties.



Bilan du puzzle ED:

* Tous les groupes ont cherché la démonstration, rassurés de ne pas partir
de rien ; séance tres dynamique.

* Entre 3 et 5 groupes sur les 13 ont réussis completement I'exercice.

* Tous les groupes sauf 2 ont repéré la structure de la démonstration (la
dimension organisatrice dont parle Batie ou le proof-scheme des Selden).



Bilan du puzzle ED:

* Un sens est beaucoup plus facile que 'autre.

 Facile: vérifier que f (donnée par une formule) est solution

* Le sens difficile demande de comprendre qu’on utilise le théoreme sur y’ = ay
apres introduction d’une fonction auxiliaire f,.

* Des réflexes par encore acquis par tous:

e Quel pas de déduction derriere un « donc » (propriété, définition, point établi
plus haut) ?

* Introduire un objet avant de le manipuler, de calculer avec.



Prolongement du travail : presque tous seuls

(zénéralisation :

Exemple 1 : On considére 1 équation différentielle (E) v' = —y + x.

1. Vérifier que la fonction f: x = x — 1 est solution particuliere sur | de (E).

2. Montrer qu'une fonction f est solution de (E) 51, et seulement s1, la fonction f — f; est
solution de 1I"équation (E) - v" + v = 0.

3. En déduire I'ensemble de solutions de 1"équation (E).

Exemple 2 : On considére 1"équation différentielle (E) ¥' = 2y + e*.

1. Vernfier que la fonction fi: x — —e™ est solution particuliere sur [ de (E).

2. Montrer qu une fonction f est solution de (E) s1, et seulement s1, la fonction f — f; est
solution de I'équation (E™) - v' — 2y = 0.

3. En déduire I'ensemble de solutions de 1"equation (E).

Généraliser en écrivant une propriété sur les solutions de y' = ay + f et proposer une
démonstration

Propriété : Soit @ € R* et f une fonction définie sur un mtervalle I. 51 1 équation
différentielle (E) v' = ay + f admet une solution f; alors les solutions de 1"équation
différentielle (E) sont les fonctions x — ke™ + fi(x).



Exemple 3 : Le double puzzle

On suppose que n est umpair.

Soit n un entier naturel.

Puisque n est impair, alors il existe un entier naturel k tel que n = 2k + 1.
Onaalors n? = (2k +1)? = 4k? + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1.
Puisque n € N. 2k? 4+ 2k € N.

Dong il existe k' = 2k + 2k € N tel que n® = 2k’ + 1.

C’est-a-dire que n? est impair.

Donc n est pair.

On a donc montré que pour tout entier naturel n. si n est impair alors n? est impair.

Montrons que n? est impair.

On suppose que n? est pair.

Par contraposée. on a ainsi également montré que pour tout entier naturel n. si n? est pair. alors n est pair.

Raisonnons par I’absurde et supposons que n est impair.

Soit n un entier naturel.

On a ainsi montré que pour tout entier naturel n. si n? est pair alors n est pair.

Puisque n est impair, alors il existe un entier naturel k tel que n = 2k + 1.
Onaalors n? = (2k + 1) = 4k? + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1.
Puisque n € N. 2k? + 2k € N.

Dong il existe k' = 2k + 2k € N tel que n® = 2k’ + 1.

C’est-a-dire que n? est impair.

Montrons que n est pair.

On a donc une contradiction, puisque par hypothése n? est pair.




Objectifs

* Travailler deux types de raisonnement :

La démonstration par I'absurde
La démonstration par contraposition

* Dégager le principe de ces deux types de raisonnement



Théoréme 1 - Soita € R*.
Les solutions sur | de 1'équation différentielle
v' = ay sont les fonctions x — ke® ol k E R

Démonstration - On doit prouver qu une fonction f est solution de I'équation différentielle
v' = ay si, et seulement si, elle s écrit sous la forme f(x) = ke®*.

1) Sipourtoutréel x , f(x) = ke® ou k € R alors f est solutionde v’ = ay .
2) 81 f est solution de v' = ay alors 1l existe un réel k tel que, pour tout réel x |

flx) = ke®™.

1) Soitk € R .Posons fi.(x) = ke®™. f, est définie et dérivable sur | et. pour tout réel
x, fo(x) =k xXae™ =ax(ke®™) =af.(x)
Pour tout reel k, les fonctions fi: x ~— ke™ sont solutions de 1"équation
différentielle y' = ay.

2) Soit une fonction f définie et dérivable sur B qui vérifie v' = ay.
Considérons la fonction auxiliaire g(x) = f(x)e .
g est définie et dérvable sur R
Pourtoutréel x, g'(x) = f'(x)e ™™ —af(x)e ™ = e_“‘”(f’(x] — ﬂf(x]) =0
On en déduit qu’il existe une constante réelle k telle que, pour tout réel x, g(x) = k.
Pour tout réel x, k = f(x)e ™™ soit f(x) = ke®*.
On a montré que si f est solution de y' = ay alors il existe un réel k tel que,
pour tout réel x | f(x) = ke®™™.
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